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Abstract. This article presents an analysis of the role played by teacher
empowerment based on a series of experimental results of an educational
intervention action. A learning situation designed by the PIDPDM was adapted and
implemented under the support of the evolution of practices, namely: an evolution
that begins with buying, serializing, then predict and, finally, estimating. The design
uses the container filling as a factual resource to mentally recreate predictive
practices. In the first place, the emergence of a “new relationship” with the
mathematical knowledge that the participant teacher-researcher declares through
narrative is documented, in order to highlight aspects of the social construction of
mathematical knowledge among his students. The article has two levels of analysis,
the teacher’s dialogues with his students and the reflections of the participating
students. Both levels are processed through discourse analysis, classroom
interactions with a socio-epistemological perspective, identifying the students’
elaborations that contribute to the development of their own variational thinking.

Keywords: learning situation, development of mathematical thought, teacher
empowerment, variational thinking.

Sunto. Questo articolo presenta un’analisi del ruolo svolto dall’empowerment degli
insegnanti sulla base di una serie di risultati sperimentali di un’azione di intervento
educativo. Una situazione di apprendimento progettata dal PIDPDM ¢ stata adattata
e implementata con il supporto dell’evoluzione delle pratiche, vale a dire:
un’evoluzione che inizia con l’acquisto, proseguendo con la serializzazione, per poi
prevedere e, infine, stimare. Il design utilizza il riempimento del contenitore come
una risorsa reale per ricreare mentalmente le pratiche predittive. In primo luogo,
[’emergere di una ‘“‘nuova vrelazione” con la conoscenza matematica che
l'insegnante-ricercatore partecipante dichiara attraverso la narrazione é
documentata, al fine di evidenziare aspetti della costruzione sociale della conoscenza
matematica tra i suoi studenti. L’articolo ha due livelli di analisi, i dialoghi
dell’insegnante con i suoi studenti e le riflessioni degli studenti partecipanti.
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Entrambi i livelli sono elaborati attraverso [’analisi del discorso, le interazioni della
classe con una prospettiva socio-epistemologica, individuando le elaborazioni degli
studenti che contribuiscono allo sviluppo del proprio pensiero variazionale.

Parole chiave: situazione di apprendimento, sviluppo del pensiero matematico,
emancipazione docenti, pensiero variazionale.

Resumen. FEste articulo presenta un andlisis del papel que juega el
empoderamiento docente con base en una serie de resultados experimentales de una
accion de intervencion educativa. Se adapto e implemento una situacion de
aprendizaje diseriada por el PIDPDM bajo el sustento de la evolucion de practicas, a
saber: una evolucion que comienza con comprar, siguiendo con seriar, para luego
predecir y, finalmente, estimar. El diserio utiliza al llenado de recipientes como un
recurso factual para recrear mentalmente las practicas predictivas. En primer lugar,
se documenta la emergencia de una “nueva relacion” con el conocimiento
matematico que declara mediante narrativa el profesor-investigador participante, a
fin de poner en evidencia aspectos de la construccion social del conocimiento
matematico entre sus estudiantes. El articulo tiene dos planos de analisis, los
dialogos del profesor con sus alumnos y las propias reflexiones de los estudiantes
participantes. Se procesan ambos niveles mediante un andlisis del discurso, las
interacciones aulicas con una perspectiva socio-epistemologica, localizando las
elaboraciones de los estudiantes que coadyuvan al desarrollo de su propio
pensamiento variacional.

Palabras clave: situacion de aprendizaje, desarrollo del pensamiento matematico,
empoderamiento docente, pensamiento variacional.

1. Introduccion

Esta experiencia es fruto de una acciéon de empoderamiento, una iniciativa de
un profesor participante del Programa Nacional Aprender Matematica
(PNAM) en el Marco Nacional para la Mejora del Aprendizaje en
Matematicas (Ministerio de Educacion, Cultura, Ciencia y Tecnologia [ME],
2018). EI PNAM es un programa de la Secretaria de Innovacion y Calidad
Educativa del Ministerio de Educacion, Cultura, Ciencia y Tecnologia de
Argentina, con el apoyo de la Organizacion de Estados Iberoamericanos, sede
Argentina (OEI ARG) y del Programa Interdisciplinario para el Desarrollo
Profesional Docente en Matematicas (PIDPDM) del Centro de Investigacion y
de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav-IPN) de
México, que en conjunto realizan una intervenciébn colaborativa con
Argentina.

Si bien el PNAM cuenta con cuatro encuentros presenciales y un
acompafiamiento virtual durante un periodo de diez meses, donde miembros
del equipo académico del PIDPDM, Cinvestav-IPN, M¢xico, trabajan de
manera conjunta con profesoras y profesores de matematicas de todas las
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provincias de la Republica Argentina, esta experiencia nace de las reflexiones
conjuntas de tiempo atras.

La propuesta se fundamenta tedricamente en la construccion social del
conocimiento matematico que impulsa la teoria socioepistemoldgica de la
matematica educativa (TSME) (Cantoral, 2013), un paradigma alternativo
basado en la pragmatica. A partir del disefio de situaciones de aprendizaje
sustentadas en prdcticas socialmente compartidas, se promueve el desarrollo
del pensamiento matematico y la significacion del conocimiento mediante el
uso. En particular, se promueve el empoderamiento docente entendido como
cambio de relacion al conocimiento matematico escolar, a su vez el
empoderamiento es concebido, explicitamente, como una practica
emancipadora para el desarrollo profesional docente (Reyes-Gasperini, 2016).

En este caso, el profesor Francisco', participante de uno de los grupos de
trabajo, luego del primer encuentro, volvid a su practica docente regular y ante
la necesidad de trabajar en su curso el tema matematico de derivada de
funciones reales de variable real, tomd el solo la iniciativa (sefial de
empoderamiento) de solicitar al equipo del PIDPDM algtn disefio de situacion
de aprendizaje que pudiese abordarse desde la  perspectiva
socioepistemologica. Asi fue como recibidé una primera propuesta con los
fundamentos correspondientes, se apropié de ella mediante su estudio y puesta
en escena. Posteriormente ¢l mismo realizd un primer analisis libre de lo
ocurrido en la clase, registrandolo como auto narrativas reflexivas poniendo el
énfasis en el quehacer interpretativo de sus alumnos. Su conclusion principal
consistio en presentar una mejora, tanto en las dimensiones socioemocionales,
como en las cognitivas cuando se puso en situacion de construccion social a
sus alumnos. El disefio de la actividad fue escenificado, si bien fue concebida
previamente, el profesor realiz6 una serie de adaptaciones interesantes al
propio contexto escolar donde se desempefia en la provincia de Buenos Aires.

Se muestran a continuacion algunos elementos preliminares que
permitiran, a la postre, el analisis de la experiencia desde el punto de vista del
empoderamiento docente. El eje del pensamiento matematico elegido fue el
pensamiento y lenguaje variacional. Veamos a continuacion una breve
explicacion de su contenido. Es decir, cuando se cuenta con una situacion de
aprendizaje basada en la TSME que propicie los espacios para el desarrollo de
conjeturas, se ponen a prueba sus ideas confrontandolas con las de sus
compaiieros y puedan jugar roles diferenciados al ponerse en el lugar del otro
para comprender las razones de sus planteamientos, estas implementaciones
les estimulan al trabajo con una predisposicion favorable hacia la construccion
de nuevas redes de nociones que si bien ya manejaban parcialmente, no eran
necesariamente interrelacionados de forma consiente, de modo que al hacerlo,
se desarrollan o modifican los significados mediante el uso.

! Nombre ficticio para guardar anonimato.
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2. El pensamiento y lenguaje variacional en la escuela

Uno de los ejes del pensamiento matematico implicito en la educacion bésica
obligatoria y explicito en la educacion superior y la vida profesional, es
justamente el que se ocupa de la variacion y el cambio. El cambio como
cualidad subjetiva se percibe, mientras que la variacidén, en tanto cantidad
objetiva, se compara y se mide. De modo que para analizar los sistemas
dindmicos o para comparar simplemente estados sucesivos del cambio, se
precisa del pensamiento variacional, este pensamiento sirve para construir
hipotesis predictivas y para reconocer el efecto del cambio en la variacion.

El pensamiento y lenguaje variacional estd presente, por tanto, en una gran
cantidad de situaciones de la vida diaria, por ejemplo, en el manejo del
lenguaje natural para la percepcion del clima atmosférico se emplean
expresiones como “frio”, “templado”, “caliente” y adjetivos como “muy”,
“mas”, “super”. Las temperaturas primero son percepciones, pero pueden
medirse con base en un sistema de referencia y una unidad de medida
adecuada, asi se determinan estados: E1, E», E3 (“frio”, “templado”, “caliente”)
y estados adjetivados E;i+ ei (“muy frio”, ...). O también para describir las
alturas de un cuerpo de agua en un recipiente, solemos usar gestos sugerentes
hacia la superficie superior. Estos lenguajes variacionales, si bien metaforicos,
conservan el profundo sentido de la matematizacion del cambio.

Estas interacciones lingiiisticas de corte sociocultural precisan mediaciones
entre percepcion (individual) y medicion (compartida). La variacion, en
consecuencia, para ser construida requiere ademas de una componente
cognitiva que represente internamente al cambio, se precisa de un lenguaje que
materialice la evolucion del sistema y la comparacion de estados sucesivos.
Tres preguntas claves fueron necesarias para organizar la experiencia del
cambio: ;Qué cambia?, ;Coémo cambia?, y ;Por qué cambia como lo hace?

Empecemos con una caracterizacion: El pensamiento y lenguaje variacional
estudia fenomenos de ensefanza, aprendizaje y comunicacion de saberes
matematicos propios de la variacion y el cambio en el sistema educativo y en el
medio social que le da cabida. Pone particular atencion en el estudio de los
procesos cognitivos y culturales con los que las personas asignan y comparten
sentidos y significados utilizando diferentes estructuras y lenguajes variacionales.
Es a la vez que una ruta para el desarrollo, una linea de investigacion que posee
una orientacion multiple, ya que se ocupa primeramente de las estructuras
variacionales especificas desde un punto de vista matematico y fenomenologico,
en segundo término estudia las funciones cognitivas que las personas asignan
mediante el uso de conceptos y propiedades del cambio, finalmente también se
ocupa de las tareas y las situaciones que abordan y resuelven en el terreno social
mediante practicas variacionales consideradas en el aula, el laboratorio y en la
vida diaria. (Cantoral, 2019)

El caso que presentamos enseguida, el llenado de recipientes con flujo
constante ilustra la forma en que los jovenes construyen sistemas de referencia
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y unidades de medida, asi como explicaciones causales de la evolucion del
proceso de llenado. Sus palabras reflejan una cognicion situada que secuencia
los cambios y mide progresivamente sus variaciones (incrementos de altura
con el paso del tiempo). Debido a ese andlisis es que pueden predecir el
desenlace y su estado final, se basan en los datos de origen (recipientes
cilindricos vacios, llendndose con flujo constante). Estos sistemas dindmicos,
denominados deterministicos, pueden ser matematizados mediante una
expresion lineal general, para cada x dado, como sigue:

Sx+h)=f(x)+ f'(x)h+o(h)
o(h)

con 1}111137 =0, es decir, da lugar a la definicion de derivada de f':

po SE D= ()

h—0 h

=/'(x).

Para el caso de los juicios de les estudiantes de esta experiencia, se registra
cdmo es que construyen una secuencia temporal ¢, f, 3, ... para tratar la
evolucion del sistema del primero al segundo momento, del segundo al
tercero, etc.

Consideramos que en las expresiones cotidianas se “ocultan” los primeros
hechos, la denominada etapa factual del significado. Al comparar recipientes
de diferente didmetro, pero con la misma capacidad, realizan procedimientos
pre simbdlicos que anticipan el desenlace del fenomeno. Es justo ahi donde se
construyen conjeturas bajo distintos tipos de razonamiento: inductivo,
deductivo y abductivo y emergen como producto las practicas predictivas. En
una segunda fase del proceso de construccion de significado se presentan los
procedimientos, por ejemplo, a mayor diametro, mas lento sube. Al final,
emerge un significado simbdlico, la pendiente de la recta que describe que el
crecimiento es mayor para el cilindro mas delgado.

En sintesis, es el pensamiento y lenguaje variacional el que opera como
sustento de sus expresiones verbales, gestuales, visuales o simbdlicas
formales. Ahora bien, este proceso fue desarrollado por la colaboracion entre
el disefio de la situacion de aprendizaje y su implementacion-adaptacion que
realiza el profesor Francisco. Este doble esfuerzo, entender la racionalidad del
disefio y su puesta ad hoc en un aula concreta, brinda evidencias de un proceso
de empoderamiento. A continuacién, damos una sintesis de dicho proceso.

3. El proceso de empoderamiento docente

El profesor Francisco, quien estuvo a cargo de esta experiencia, en un primer
momento, de manera colegiada con un grupo de cincuenta colegas profesores
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(aproximadamente) y un miembro del equipo académico del PIDPDM,
Cinvestav-IPN, vivenci6 una dindmica de problematizacion para la
matematica escolar. En primer término, reflexion6 sobre como el discurso
matematico escolar provocaba exclusion de la posibilidad de una construccion
social del conocimiento matematico (Soto & Cantoral, 2014), reconociendo
sus elementos y ejemplificindolos en el trabajo con funciones (aspecto I).
Asimismo, se revisaron distintas investigaciones que estudiaron la nocion de
funcién en distintos escenarios analizando la correlacion de sus resultados con
lo que sucede habitualmente en sus aulas. Posteriormente, se analizaron
actividades tipicamente escolares para identificar, con base en bibliografia
especializada (aspecto II), cuales eran las fortalezas y las areas de oportunidad
de cada una (aspecto III). Esta secuencia de aspectos tenia como fin analizar y
poner en evidencia que toda actividad planteada es propensa a un redisenado
pues, todo enunciado se acompafia de la gestion daulica, didactica y
matematicamente hablando, de un profesional de la educacion (aspecto IV).
Como paso siguiente, se vivencidé una situacion de aprendizaje titulada
“Vos, ¢l y ella. ;Quién es mas alto?” (Ministerio de Educacion, Cultura,
Ciencia y Tecnologia [ME], 2019), donde reflexiond sobre las distintas
argumentaciones, posibles estrategias y como las acciones, actividades y
practicas eran la base para el trabajo con la construccion del conocimiento
matematico en el escenario dulico (aspecto V). Para finalizar, se analizaron los
fundamentos de la situacion de aprendizaje y se recupero el analisis realizado
de las actividades tipicamente escolares para confrontar con la situacion de
aprendizaje, con el fin de generar redisefios que permitieran trabajar con las
etapas factual, procedimental y simbdlica de una situacion de aprendizaje
(aspecto VI). Es decir, hacer un redisefio que, con base en practicas
socialmente compartidas, promoviera que la interaccion con la situacion
comience por la accion de los estudiantes sobre datos manipulables de manera
tangible o abstracta, pasando por la construccion de estrategias matematicas
que permitan transitar hacia el trabajo con el conocimiento matematico
significado que habilite la escolarizacion de los conceptos matematicos.
Teodricamente, esta nueva relacion con el conocimiento matematico escolar
se produjo a partir de varias acciones realizadas durante el primer encuentro
que se fueron desarrollando con base en los elementos caracteristicos que
propician el proceso de empoderamiento docente. En primer lugar, se realiz6
una autocritica del discurso hablado y de la actividad dulica, aunado al analisis
de documentos escolares, es decir, el cuestionamiento de las estructuras
objetivables del discurso matemdtico escolar, que refiere a la vivencia de la
etapa individual o interior del proceso de empoderamiento. Esto, sumado a la
etapa colectiva donde, con las y los colegas profesores, durante el encuentro se
analizaron resultados de investigacion con base en bibliografia especializada
relacionada con las dificultades, alternativas de intervencion, entre otras; a la
vez que se analiz6 de manera critica la informacion disponible, es decir, el
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reconocimiento de una disciplina de referencia, lo cual se relaciona con la
etapa colectiva del empoderamiento docente, promovi6 la aportacion a la
comunidad ante el disefio, implementacion y analisis de situaciones de
aprendizaje por parte de Francisco, lo cual refiere a la etapa social del
empoderamiento docente.

Tabla 1.
Teorizacion del proceso de empoderamiento de la TSME (Reyes-Gasperini, 2016,
p. 193)

Teorizacion del Empoderamiento Docente desde la TSME

e Etapa
. L - . Individual
Autocritica del discurso hablado Autocrltlca' dg la actividad Analisis critico de documentos o intarior
aulica escolares
Reconocimiento de una disciplina de referencia
. . - Participacion activa en - . . . Etapa
Consideracion de bibliografia , Andlisis critico de informacién = Colectiva
2 espacios de desarrollo - .
especializada S disponible
profesional
Aportaciones a la comunidad
Trabajos fundamentados Disefio, implementacion y analisis de situaciones de aprendizaje
tedricamente pip y P ) Etapa

Social
Participacion en espacios para la pme de colectivos docentes

Dialogo Colectivo Profesores Turores

Asi, el profesor Francisco estd inmerso en un proceso de empoderamiento
docente que, gracias a su toma de iniciativa, lo lleva a realizar innovaciones
didacticas en su practica docente a partir de la problematizacion de la
matematica escolar, conjugadas con las actitudes de liderazgo promovidas
hacia la transformacién de su entorno, en este caso, su accion educativa y el
aprendizaje de sus estudiantes.

4. Descripcion y analisis de la experiencia

Se trabajo en dos cursos de sexto grado de una secundaria técnica argentina,
anteultimo ano de formacion, de gestion estatal, con una cantidad de 25 y 26
estudiantes respectivamente, de entre 17 y 19 afios, participando en una clase
de tres horas tiempo real.

Para comenzar el desarrollo de la clase, se present6 la primera tarea de la
situaciéon de aprendizaje denominada “Llenado de recipientes” (PIDPDM,
2016), y sustentada en la investigacion de Caballero-Pérez y Moreno-Durazo
(2017). La primera tarea, “Rectas llenando vasos”, se plantea como sigue.

Tarea 1. Considere recipientes cilindricos con diferentes dimensiones y con la
misma capacidad, que seran llenados con el mismo flujo constante. En la imagen
siguiente se muestra la altura que alcanza el cuerpo del liquido al transcurrir un
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segundo en cada recipiente.

I —

Recipiente A Recipiente B

1. ;Cuantos segundos tardard en llenarse cada recipiente? Justifique su
respuesta.

2. (En qué se diferencia el crecimiento de la altura del cuerpo del liquido en el
recipiente B respecto del recipiente A? Justifique su respuesta.

3. Bosqueje la grafica que represente el llenado de cada recipiente (la altura del
cuerpo del liquido de cada recipiente con respecto al tiempo), en el mismo
sistema coordenado.

La situacion fue dictada y las imagenes que representaban los recipientes
dibujadas en el pizarrén, por lo cual, para la primera pregunta la mayoria de
los estudiantes querian tener una proporcion de la parte del recipiente que se
encontraba llena después del segundo, y asi determinar el tiempo que tardarian
en llenarse. Ante esta solicitud, el profesor decidid decir que representaba la
quinta parte, por lo tanto, todos indicaron que tardarian 5 segundos en llenarse,
ambos al mismo tiempo, dado que se indicé en el enunciado que ambos
recipientes tenian la misma capacidad.

Analisis. La intencion de la pregunta radica en que, ante la carencia de valores
numéricos en el dibujo, se promueva la necesidad de construir una unidad de
medida. En el caso de los estudiantes, la solicitud sobre la proporcion que estaba
dibujada refleja dicha necesidad para realizar la comparacion con el recipiente
completo, estableciendo la relacion tiempo transcurrido—llenado realizado. Notese
que ante una tarea que no muestra una funcion en sus representaciones habituales
(algebraica, grafica o tabular), los estudiantes construyen una de las ideas
fundamentales para la construccion del concepto de fraccion, razon, proporcion y
variacion, en este caso en particular, funcion bajo la nocidon del pensamiento
variacional: ;Qué cambia?, ;Como cambia y por qué cambia?

En la segunda pregunta, algunos dijeron: “El recipiente A se llenaba mas
rapido, porque el recipiente B era mas gordo, entonces tardaba mds”, esto no
convenci6 a muchos y algunos cuestionaron esta idea preguntando:
“;Entonces no se llenan al mismo tiempo?”. Ante esta pregunta, se volvio a
reflexionar y se aseverd: “No, si se llenan al mismo tiempo”. Entonces,
reformularon la intervencion y dijeron: “Parece que va mads rapido porque se
llena mas alto a medida que pasa el tiempo, pero como es alto el vaso, llegan
juntos”. Estas argumentaciones las acompafiaban con representaciones con las
manos de los segmentos que harian las veces de altura del liquido segundo a
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segundo.

Analisis. En primer lugar, resulta importante analizar el objetivo de esta pregunta.
Su intencion fue la de analizar la variacion de la altura del llenado respecto del
tiempo, habiendo reflexionado anteriormente que el llenado se realizara en el
mismo tiempo transcurrido. En particular, pretende confrontar las ideas “se llena
mas rapido” con la idea de que “la altura crece mas rapido” (esto es una
descentracion del objeto). Hasta este momento, los estudiantes pueden detectar
por confrontacion de afirmaciones una respuesta que pareciera ser erronea, €s
decir, considerando que una afirmacion contradice lo que acababan de afirmar, es
que reformulan la afirmacion. Sin embargo, aun faltaria confrontar por qué una u
otra afirmacion es correcta o no. Para ello, la situacion de aprendizaje propone la
siguiente pregunta.

La primera cuestion que surgié del grupo al dialogar respecto a la pregunta
tres, fue la reflexion sobre la posicion de las variables en los ejes cartesianos:
“;Cual va en la x y cuadl en la y?”. Casi todos indicaron que, como el
enunciado decia la altura respecto del tiempo, el tiempo debia ir en el eje x y
la altura del liquido en el eje y, porque: “La altura del liquido dice que
depende del tiempo, que seria x”. Al momento de analizar las representaciones
surgieron algunas variantes.

Analisis. Tradicionalmente, las graficas suelen estar representadas con sus
variables, por tanto, la reflexion de qué variable va en cada eje es algo que los
estudiantes pocas veces reflexionan. Por tal motivo, esta pregunta,
intrinsecamente, realiza un cuestionamiento sobre la elaboracion, lectura e
interpretacion en la construccion de graficas.

Los estudiantes participaron escribiendo en el pizarrén realizando sus
bosquejos de graficas (Figura 1). En ese proceso debaten y construyen sobre
conjeturas.

Figura 1. Bosquejo de graficas de recipientes, pregunta 3, tarea 1.
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En los tres bosquejos, en color negro se representa la grafica correspondiente
al recipiente A y en color rojo, la del recipiente B. La grafica II result6 ser la
que casi todos realizaron en sus hojas, exceptuando dos estudiantes que
realizaron el grafico I y III. Al observar las opciones, el que habia realizado el
grafico III, indico6 que en su mente pensaba en el grafico II, pero que de
“pereza”, no lo dibujé tan preciso. El estudiante que realizé el gréfico I,
argumentaba que ambas graficas “terminan en la misma altura”, dado que
ambos recipientes tenian la misma capacidad, a lo cual se le pregunto:
“;Cudanto tardo en llenarse el recipiente A y cuanto el recipiente B segun
informa tu grdfico?” y los compafieros cuestionaban: “Los tiempos de llenado
no serian iguales... si fuera como vos lo dibujas, si yo miro tu grdfico, parece
que uno tardo el doble de tiempo en llenarse que el otro”. Otro compafero
agrego6 al trazar la linea punteada vertical en el grafico I, a los 5 segundos: “Si
no, a partir de este punto, el liquido se estaria rebalsando”.

Analisis. Entre el grafico 1 y grafico II se pude presentar la confusion por la
disposicion de las variables respecto de los ejes, también que internamente lo que
espera observar en el grafico es el llenado de los recipientes, y no las alturas de
llenado, son dos variables distintas, que ambas estan en juego en esta actividad,
pero solo una es objeto de analisis. La intencion que subyace es que los alumnos
tracen dos semirrectas, que cada una tenga diferente pendiente, que estara
determinada por la razéon de cambio entre la altura del liquido y el tiempo
transcurrido en el llenado de cada recipiente.

Posterior a esta discusion, se presentd la segunda tarea: “Curvas llenando
copas y matraces”.

Tarea 2. Considere recipientes con forma de “cono” y “cono invertido”, como los
que se muestran a continuacion, que son llenados al mismo flujo constante.

Recipiente A Recipiente B

1. Para el recipiente A, ;coémo es el crecimiento de la altura en la parte inferior
respecto a la parte superior?

2. Para el recipiente B, ;como es el crecimiento de la altura en la parte inferior
respecto a la parte superior?

3. Para cada recipiente, proporcione la grafica que muestre la altura del cuerpo
del liquido al paso del tiempo.
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Figura 2. Propuesta 1 de bosquejo de graficas de recipientes, tarea 2.

Para responder a las dos primeras preguntas, los estudiantes no parecian tener
inconvenientes, e indicaban como obvias las respuestas. En el recipiente A
seria cada vez menor la diferencia en el aumento de altura alcanzada por el
liquido, mientras que en recipiente B, iria aumentando la diferencia de la
altura. Para ambas situaciones, surgio la idea de que se llenaban mas rapido o
mas lento, hasta que entre ellos mismos se criticaban haciéndose recordar que
la velocidad de llenado siempre era constante. En el grafico intentaron
representar lo que serian las alturas al paso del tiempo, en el caso del
recipiente B, el estudiante que lo dibujé dijo: “Arranqué a marcar los de
arriba, porque los de abajo quedaban muy apretados y no se iban a ver”.

Analisis. En este caso, los dibujos de los estudiantes permitian representar lo que
coloquialmente decian como “la altura aumenta cada vez mas rapido o cada vez
mas lento”, lo que se interpreta como el analisis del cambio y la variacion y la
variacion sucesiva, posteriormente, se profundiza el analisis de la variacion del
fenémeno.

Respecto de los graficos, hubo un estudiante que los trazé al revés, aunque
senald que se habia confundido, pero se fueron dando algunos interrogantes no
esperados. En el grafico que representa el llenado del recipiente A, realizado
con color verde, se produjo la siguiente interaccion:

Estudiante 1: Si pudiera continuar llenado, si fuera mas alto, el grafico
continuaria con una linea horizontal?”

Nadie respondi6 y todos parecian estar muy atentos a su suposicion. Como nadie
aport6 comentario, intervino el profesor.

Profesor: Si continuara de manera horizontal, por como tu compaiiero hizo el
grafico, pareciera que siguiera asi. De hacerlo, ;estaria bien?, ;qué significaria si
siguiera de manera horizontal?”

Silencio.

Estudiante 2. Pero... si el grafico fuese horizontal, ;no seria que no esta
agregando nada de liquido? Sino tendria que subir como subiria el nivel del
liquido.



152 La matematica e la sua didattica * Anno 27, n. 2, 2019, 141-159

Esta ultima intervencion, concluyé en una puesta en comun, un proceso
consensuado, entre las y los estudiantes, que se trataba de una interpretacion
erronea de un grafico pues era algo aproximado, con base en el anélisis de lo
que sucederia con el liquido del recipiente y su comportamiento.

Analisis. En primer lugar, se enfatiza en la pregunta que realiza el profesor para
intervenir: ;Qué significaria si siguiera de manera horizontal? Este tipo de
intervencion promueve la argumentacion de los estudiantes, pues mas alld de
considerar que es correcta o incorrecta su respuesta, vuelve a la situacion
contextual planteada y pregunta sobre el significado que tendria en el fendmeno
un hecho particular, que la grafica tuviera este comportamiento. En esta
intervencion estd realizando una dialéctica entre la significacion de la grafica
mediante y el contexto usado en la situacion. Asi es que el estudiante 2 recurre al
fenomeno para dar respuesta.

Otro estudiante dijo que los hizo a ambos en el mismo sistema de ejes, como
en la tarea anterior (Figura 3).

~

Figura 3. Propuesta 2 de bosquejo de graficas de recipientes, tarea 2.

Algunos le dijeron que no se podia hacer eso, que ambas graficas lleguen al
mismo punto, entonces el profesor Francisco intervino y pregunté: “;Por qué
no?”. Respondieron que faltaban datos. La decision del profesor fue esperar a
que desarrollasen un poco mas esa idea y continué diciendo, que antes
cortaban juntas, las dos graficas (en el mismo valor de tiempo) porque el
enunciado decia que tenian el mismo volumen, y si las llenaban a la misma
velocidad, llegaban juntas. Entonces, por las dudas, pregunté: “;Qué tendria
que pasar para que esa representacion valga?”. No dudaron en decir que
deben tener igual capacidad.

Analisis. La intencionalidad de repreguntar, en lugar de ofrecer la respuesta, era
la de propiciar un espacio de debate donde los mismos estudiantes sean los
protagonistas y que tengan que poner en juego las construcciones realizadas hasta
ahora, y establecer algunas otras para poder sostener la argumentacion frente a
sus pares y con el docente. Las respuestas de los alumnos pondrian en evidencia
la capacidad interpretativa que han logrado desarrollar frente a una representacion
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grafica contextualizada por una situacion problematica dada, como pueden pasar
de un enunciado a un grafico y como entonces poder realizar el trayecto inverso y
transitar de un grafico dado a redactar un enunciado nuevo que le corresponda.

Otra idea que surgid fue la de tomar el recipiente B y que siguiera
infinitamente dijo uno de los estudiantes a lo cual, un compaiero le respondi6d
que eso no podia ser, porque: “En algun momento se va a hacer tan finito que
se tapa”. Bueno, retruco: “Antes que se cierre, que se mantenga angosto,
como si fuera una pajita (sorbete)”, hizo una pausa, “;Como seguiria el
grafico?”. El profesor Francisco esquivo intencionalmente la pregunta
indicando que entonces, ya no podian terminar en el mismo punto las dos
graficas, a lo cual la mayoria asintio: “Si, si, ya sé, pero en ese punto seguiria
derecha la grafica, ;No?”. Silencio. Otro compaiero respondié que si fuera
derecha, no pasaria el tiempo, haciendo referencia que imagino derecha, de
manera vertical, entonces corrigié e indico que debia ser recta, y redoblo,
asegurando que seria casi vertical, estando parado en el pizarrén, mostraba que
al ser de seccion angosta, las alturas serian muy grandes, logrando convencer a
todos de esta idea.

Analisis. En este punto, acompafiando esta posible reestructuracion del
enunciado, se puede observar que las conclusiones abordadas en la primer
actividad cuando se trabajo con recipientes cilindricos, les provee del sustento
para afirmar que sucederia si ocurriera lo supuesto, y asegurando de que se
trataria de una recta con una pendiente pronunciada, permitiendo suponer que se
esta pensando en esta razon de cambio, donde la diferencia de altura del liquido
es considerablemente mayor a la unidad de tiempo.

Se presenta entonces, para terminar la clase, la tercera tarea: “Cuadrando
nimeros”.

Tarea 3. Las siguientes tablas muestran los valores de la altura del cuerpo del
liquido en tres recipientes llenados a flujo constante:

Recipiente E Recipiente F Recipiente G
Tiempo  Altura Tiempo  Altura Tiempo  Altura

(s) (cm) (s) (cm) (s) (cm)

2 1.7 1 1.1 3 2.7

4 3.2 3 3.4 6 5.4

6 4.6 5 6.3 9 8.1

8 5.7 7 9.8 12 10.8

10 6.5 9 13.7 15 13.5

(Cual recipiente corresponde al llenado de un cilindro?, ;Por qué?

Nadie presentd problemas para decir que el recipiente G era un cilindro, pero
las justificaciones fueron diferentes. Al empezar a resolver, algunos
preguntaron si podian graficar los datos de la tabla, y se les solicitd que
trataran de evitarlo si podian. Esto, con el fin de analizar las variaciones en la
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representacion tabular y no en la gréafica, para poder analizar ambas y
favorecer la aparicion de la razén de cambio.

Figura 4. Argumentaciones de las diferencias en el pizarron, tarea 3.

Casi todos calcularon las diferencias entre los valores presentados de la tabla.
Muy pocos realizaron el cociente entre la altura y el tiempo, pero al ver que
uno le colocd las unidades, otros dijeron que eso entonces era la velocidad,
porque estaba en cm/s, y como las diferencias siempre se mantenian
constantes, ese tenia que ser el cilindro y, ademads, para que el grafico fuese
una recta. En este punto, un estudiante quiso poner un contragjemplo a lo que
se venia argumentando, respecto de que si la diferencia fuese 3 — 2,7 propuso:
“Si en vez de tener el dato de que a los 15 la altura es de 13,5, ;me dicen que
a los 14 la altura es de 12,67 La constante ya no es 3, pero sigue siendo un
cilindro”. Entonces discutieron que en realidad la constante era 0,9, que es el
resultado del cociente.

Figura 5. Argumentaciones de las diferencias en el pizarron, tarea 3.
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Analisis. Este supuesto, proporcionado por un estudiante, propicia el debate y
permite robustecer la idea de razén de cambio, idea que ya se veia firme al
contrastar entre las tres tablas propuestas, pero poder concluir que se puede
intercalar valores, por fuera de ese patron que se venia observando, da indicios de
las construcciones que estan desarrollando los alumnos internamente y explicitan
en las discusiones.

5. Reflexion tedrica sobre el analisis de datos

Los datos que arroja la experiencia seran explicados a la luz de los enfoques
teoricos asumidos. En primer término, diremos que segin Cantoral (2013), no
siempre se encuentra al alumnado en situacion de aprendizaje de ahi que se
produzca intencionalmente el conflicto cognitivo para recrear la situacion,
proponiendo una tarea situada que enfrente al estudiante con un escenario en
el que debe poner en juego su conocimiento, aunque, sobre todo, que lo
requiere para encarar un desequilibrio cognitivo que le exija usar el
conocimiento en la tarea. La elaboracion de la tarea la realiz6 el equipo de
PIDPDM como un medio situado en el que practicas variacionales pueden
entrar en juego, pero la eleccion de su implementacion obedecid con fines del
empoderamiento. Como respuesta a una solicitud personal, se le propuso una
situacion de aprendizaje a Francisco para su andlisis y revision, sin embargo,
con su experiencia y expectativas, decidié ponerla en escena y modificarla
parcialmente por el mismo. Esta sefial es una primera muestra de
empoderamiento.

El reto mayor con los disefios, desde el punto del empoderamiento
docente, es justamente su adecuada articulacion entre las intenciones del
profesor con las pretensiones de la situacion de aprendizaje. Es decir, que
pudieran quedar bajo el control del docente, desde el punto de vista de la
aspiracion didactica, motivar y aprender via la ensefianza. En este caso, se
trataba de discutir el tema funcion para terminarlo con su derivada, pero el
docente sabia, por experiencia propia, que el tema resultaba poco atractivo o,
en definitiva, “aburrido” para los estudiantes en virtud de su carga simbolica y
representacional clasica (algebraica, numérica y grafica), de manera que un
disefio alterno, cercano a las experiencias de vida cotidiana de las y los
estudiantes, podria ser una buena oportunidad para intentarlo, en lugar de
continuar con su anterior estrategia que era meramente explicativa de la
técnica, y un conjunto de actividades de aplicacion, que no siempre le
garantizaba que el alumnado lograse alcanzar el entendimiento del concepto
subyacente en esa técnica.

Asi, motu propio, el docente pide a su colaborador, un disefio sobre el
tema (objeto matematico) funcion y derivada. Lo evalia, aplica y
progresivamente descubre que el alumnado pone en funcionamiento elementos
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del pensamiento matematico de naturaleza variacional que eran sorpresivos
para el propio docente, pero no sélo eso, sino que le declaran explicitamente
que les hubiese gustado estudiar de este modo en su paso por la escuela. Tal
situacion de sorpresa lleva a Francisco a construir un didlogo informado con el
PIDPDM, para saber si el éxito de la aplicacion es reproducible o contingente.

El episodio “rectas llenando vasos”, deja ver con toda claridad que el
sentido de la representacion favorece la emergencia de la variacion en forma
verbal y gestual, con apoyo en datos numéricos — medidas propiamente dicho.
Progresivamente se trata la comparacion de estados, la secuenciacion de
procesos para dar lugar a una prediccion. Evoluciona también de lo factual a lo
procedimental cuando se discute el tema de la pendiente de las rectas
representativas. En los debates sobre la prediccion final (misma altura o
mismo volumen) se dejan ver “desajustes” en las interpretaciones de las
representaciones, pero es la practica de llenado, hipotética o realista, la que les
permite a las y los estudiantes, en el curso de debates fundados decidir una
ruta de solucion. El profesor muestra una evolucién en su propio proceso de
empoderamiento, pues decide dosificar sus intervenciones con el fin de hacer
emerger construcciones propias de los estudiantes (ponerse en los pies del
otro). Decide participar o se abstiene de ello, deja el control a la situacion.

En los episodios siguientes “curvas llenando matraces y copas” aparece de
parte de los alumnos la necesidad de la variacion sucesiva, esta crece, pero
cada vez crece mas; mientras que esta otra, crece también, pero crece cada vez
menos. Este logro da cuenta de que el conflicto planteado fue superado al
nivel procedimental, sin saberlo, la gestion aulica del docente permite la
aparicion de un teorema, primera derivada positiva y segunda derivada
positiva, se trata de una curva concava hacia arriba. Reciprocamente, primera
derivada positiva, con segunda derivada negativa, se trata de una curva
concava hacia abajo. Sin embargo, el verdadero resultado es, juntamente con
los anteriores, que las dos curvas coinciden en su minimo y en su maximo
cuando el volumen del recipiente es el mismo, esto pone en evidencia que la
transversalidad del hallazgo ha superado a la variable funcional puesta en
juego (altura o volumen). Su temporizacion (distribucion en el tiempo de
medidas intermedias) establecié un nuevo sistema de referencia, que no seria
el plano cartesiano en si, sino un sistema movil colocado sobre la propia
grafica, pues la variacion de la variacion es un constructo de segundo orden.

En el episodio ultimo, “cuadrando ntmeros”, se busca confirmar el
proceso reversible — condicioén de certeza del aprendizaje y de los principios
del arribo de la etapa simbdlica. Las respuestas de los estudiantes y el control
de la situacion del docente muestran que las dinamicas del empoderamiento no
solo permitieron a Francisco una gestion diferente de la clase, sino que
propiciaron el aprendizaje a la vez que fortalecieron las habilidades
socioemocionales. Pero lo mas relevante fue, en nuestra opinion, que la
relacion al conocimiento ha sido cambiada por las acciones reflexivas del



Reyes-Gasperini D., Palmeri F. y Cantoral R. « Empoderamiento docente: Variacion y 157
prediccion en matematicas

profesor en el marco de la situacion de aprendizaje puesta en escena. Su
propio conocimiento se fortalece con las reflexiones en los debates de sus
estudiantes

6. Conclusiones

Este articulo pone en evidencia el papel del empoderamiento docente en la
ganancia cognitiva y en la inclusion social, con base en resultados
experimentales de una intervencion educativa sustentada en practicas
socioculturales que favorecen un aprendizaje significativo de las matematicas,
siempre con el recurso de los conflictos cognitivos y una secuencia de tareas.

Asimismo, la investigacion se basé en la teoria socioepistemoldgica sobre
el pensamiento variacional. El foco del disefio no estuvo en el objeto
matematico per se, sino en el sistema de practicas socialmente compartidas. La
configuraciéon experimental ofrecio6 la oportunidad de abordar el
empoderamiento docente y el desarrollo del pensamiento variacional por parte
de los estudiantes, desde un paradigma pragmatico de las matematicas y de los
procesos de ensenanza-aprendizaje. Esto brinda un nuevo entendimiento de la
relacion entre la practica docente y la actividad matematica de los estudiantes.?

Se plante6 un estudio de empoderamiento docente a partir de la
intervencion realizada libremente por un profesor de nivel secundario en
Argentina, al trabajar en una clase de sexto afio de una escuela técnica. En esta
experiencia, se pusieron de manifiesto las etapas de una construccion social
del conocimiento matematico de parte de las y los estudiantes ante una
situacion de aprendizaje. Al momento de responder a un conjunto secuenciado
de tres tareas, con una serie de actividades que se guiaban en el marco de una
situacion de aprendizaje basada en la socioepistemologia, se nota la presencia
de una evolucion pragmatica, en un contexto situacional del estudiante, el
llenado de recipientes de forma diversa (lados rectos verticales u oblicuos). La
literatura reporta una confusion de los estudiantes entre la forma del recipiente
y la gréfica producida de la funcion altura versus tiempo. Sin embargo, en este
disefio esto no ocurre por dos razones principales:

e Razodn 1. El proceso de empoderamiento que vive el profesor en cuestion,
con acompaiamiento colaborativo.

e Razén 2. El disefio basado en practicas, que descentraliza al objeto
matematico funcion derivada.

De esta manera, el discurso del profesor en el aula se construye y reconstruye

en el contexto del disefio de la situacion de aprendizaje (articulacion adecuada

entre la razon 1 y la razén 2). Méas especificamente, el profesor abandona un

discurso centrado en objetos, para aceptar otro ubicado en practicas que, a su

2 Agradecemos a las/los revisores de esta propuesta por alcanzar una mirada sintética del
articulo con tanta nitidez conceptual.
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vez, ¢l mismo vivid en las sesiones presenciales del programa PNAM. Esto
exige de su parte una muestra explicita del empoderamiento, al construir sus
intervenciones didacticas, recontextualizando y eligiendo apropiadas
relaciones entre grafica, niimero y sentido contextual. Este hecho ha sido
documentado por diferentes autores como Reyes-Gasperini (2016), Freire y
Shor (1986), Santana, Serrazina y Nunes (2018) y Bernstein (2000).
Especificamente, Bernstein (2000) sefala al respecto:

But I want to argue that the crucial space which creates the specialization of the
category — in this case the discourse — is not internal to that discourse but is the
space between that discourse and another. In other words, A can only be A if it
can effectively insulate itself from B. In this sense, there is no A if there is no
relationship between A and something else. The meaning of A is only
understandable in relation to other categories in the set; in fact, to all the
categories in the set. In other words, it is the insulation between the categories of
discourse which maintains the principles of their social division of labour. In
other words, it is silence which carries the message of power; it is the full stop
between one category of discourse and another; it is the dislocation in the
potential flow of discourse which is crucial to the specialisation of any category.
(Bernstein, 2000, p. 6)

El discurso del profesor ante la situacion variacional trata de alturas, pero es
trasladado hacia otro relativo mas complejo sobre el volumen, es decir, su
especializacion se alcanza cuando se crea un espacio entre los dos discursos.
Digamos que el discurso sobre alturas serd justo eso en la medida en que se
distinga del discurso sobre el volumen.

Seguramente la capacidad de ponerse en los “zapatos del otro” ya habian
sido desarrollados por el profesor en su vida misma, o en su vida como
docente. Aunado a ello, el disefio basado en empoderamiento le permitié su
utilizacion legitima en las clases habituales. De ahi que sus alumnos dijeran
expresiones motivacionales hacia él mismo, por ejemplo, como Francisco
relata €l en el didlogo informado:

Este mismo alumno es un alumno que es repetidor, y exalumno mio del afio
anterior, antes de volver a su lugar, me preguntd en confidencia: “; Por qué el aio
pasado, no explique asi lo de limites y del infinito?”. No pude hacer otra cosa que
sonreir y darle las gracias.

Por otro lado, el empoderamiento docente, en tanto proceso, favorece el
aprendizaje del alumnado. En este sentido, su logro se materializa en dos
planos, por un lado, en el proceso de formacion continua del profesorado y por
otro, en el proceso de aprendizaje basada en la ensefianza basada en practicas
socialmente compartidas (Reyes-Gasperini, 2016).
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